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LINEARE ALGEBRA UND ANALYSIS

8. Vorlesung — Zusatzinformationen

1 Lernstand - Zusammenfassung

o Beispielrechnung zur Analyse der Homogenitéat einer Funktion mehrerer Verdnderlicher.

« Einfiihrung der partiellen Ableitung] einer Funktion mit mehreren Argumenten nach ei-
nem dieser Argumente (Richtungsableitung). Die Werte der iibrigen Argumente werden
dabei festgehalten. Bsp.: f(z,y) = 322 + 3%

Partielle Ableitung nach x: % = x und partielle Ableitung nach y: %‘Z’y) =.

o Finfiihrung der zweiten partiellen Ableitung einer Funktion mehrerer Argumente nach
einem dieser Argumente oder nach einander nach verschiedenen Argumenten.
Bsp.: f(z,y) = 327 + 3¢°.

Zweifache partielle Ableitungen: % =1, 825; (gf) =0, 82&;2’74) =1 und %gz;y) = 0.

o Besprechung des totalen Differentials df als Summe aller mit den partiellen Ableitungen

% gewichteten, totalen Verdnderungen duz;.

o Definition des Gradienten V f als Spaltenvektor aller partiellen Ableitungen.
Bsp.: Fiir f(x,y) = 32° + 5¢° ist der Gradient V f = (5;)

» Konstruktion der Hessematrix H f(x,y) und Berechnung der Determinante det H ¢(x, y).

« Notwendige (Vf = 0) und hinreichende Bedingungen (det H > 0) fiir lokale Extrema

einer Funktion f(z,y). Unterscheidung Minimum (‘327]; > 0), Maximum (% < 0) und

Sattelpunkte (det H < 0). Nicht entscheidbar, wenn det H = 0 gilt.

Der Gradient Vf = (z) des Beispiels f(z,y) = 322 + %yz entspricht dem Nullvektor im
Punkt (z9,v0) = (0,0).

Die Hessematrix ist in diesem Beispiel fur alle Punkte (z,y) konstant H; = ({{) und
hat die Determinante det H = 1 > 0. Da der erste Matrixeintrag zudem auch positiv ist,

handelt es sich um ein Minimum der Funktion f(x,y) im Punkt (x¢,y) = (0,0).

!Das Ableitungssymbol 9 der partiellen Ableitung erinnert an das d der totalen Ableitung.

1



2 Cobb-Douglas-Funktion - Beispiel aus der Vorlesung

Es wird die nachfolgende Cobb Douglas Funktion untersucht
fla,y) =5 2"%y"".

2.1 Homogenitéat

Oz, Ay) = 5 (A\x)%2 (\y)o8 | A in Klammern eingefiigt
= 5 \0202 08408 | Potenzen ausrechnen
= \02H08 5 402,08 | Faktor \ zusammenfassen
—_———
= M f(z,y) | Grad r bestimmen

Ergebnis: Die Funktion f(z,y) ist homogen vom Grad r = 1.

2.2 Hohenlinien

Fiir ein beliebiges, vorgegebenes Niveau ¢ € Rt kann die Hohenlinie von f(x,y) berechnet und

in einem xy-Koordinatensystem eingezeichnet werden.

Dazu wird die Funktion f(z,y) gleich dem Niveau ¢ gesetzt und die entstehende Gleichung

nach y aufgelost:

c = [f(z,y)
= 5 02y08 |:5 ‘57 ()os
(5‘1«%) 03 = vy | Potenzenregeln anwenden und umsortieren
y = (%)1.25 x0-2 | Formel fir Hohenlinien

Anwendungsbeispiel: Fiir das Niveau ¢ = 5 hat die Hohenlinie im xy-Koordinatensystem die
einfache Gleichung y = x7%%. Bemerkung: In den Grafiken in Abschnitt sind die Hohenli-

nien mit y = h(x) bezeichnet.

2.3 Einfache partielle Ableitungen

afg;y) = 5.0.2. 70271408 afé:;y) = 5.0.8- 702081
= 08,408 = 4 p02y02

Die Zusammenfassung der einfachen partiellen Ableitungen zu einem Vektor liefert den Gradi-

af —-0.8,,4+0.8
vi=(a)=( " Y ]
af 4 g+02¢=02

enten der Funktion:



Bemerkung: Fiir keinen Punkt (z,y) kann der Gradient der Nullvektor sein. D.h. die Funktion
f(z,y) besitzt kein lokales Extremum oder Sattelpunkt.

Anwendungsbeispiel: Fir P = (zg,y9) = (1,1) hat der Gradient die Gestalt: Vf = (D

Wird der Punkt P im xy-Koordinatensystem eingezeichnet, so kann von diesem Punkt aus der
Gradient als Vektor abgetragen werden, vgl. die Abbildungen in Abschnitt [2.6]

Der Gradienten zeigt dabei in diejenige Richtung vom Punkt P aus, in welcher die Funktion
f(z,y) die starkste Zunahme erféhrt.

2.4 Zweifache partielle Ableitungen

02 f(x _ 02 f(x _ _
f(z,y) — 08 €T 1.8 y+0.8 f( Z;y) — 08 T 0.8 y 0.2
92 f x, —0. —0. o2 T, . —1.
(zy) _ 0.8 ¢ 08y 0.2 f(2y) — 0.8 $+02y 1.2

Die Zusammenfassung der zweifachen partiellen Ableitungen zu einer Matrix liefert die Hesse-

matrix der Funktion:

Hf(xay) = (

—08 x—1.8 y+0.8 +08 33'_0’8 y—0.2
408 708 y70.2 —(0.8 x102 y71.2 ’

Anwendungsbeispiel: Fiir den Punkt P : (z9,y0) = (1, 1) berechnet sich der Wert der zweifachen

partiellen Ableitung nach x wie folgt:

HhE = 087 )
= —08.

Im Punkt P hat die Hessematrix insgesamt die Form:

H(11) = (—0.8 +0.8) |

+0.8 —0.8

Die Determinante der Hessematrix im Punkt P berechnet sich zu:

det H ;(1,1) = (=0.8) - (—0.8) — (+0.8) - (+0.8) =0

2.5 Partielle Elastizitaten

€fyp = g—ﬁf(;y) = x_0'8y+0'8W = 0.2  vgl. Exponent von x in f(z,y)!
1 .
€fy = %f(g,y) = 4 $0'2y_0‘25w(fw 0.8  vgl. Exponent von y in f(z,y)!

Cobb-Douglas Besonderheit: Die partiellen Elastizitdten sind konstant fiir alle x und y Werte.



2.6 Grafische Darstellungen
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Abbildung 1: Die Grafik zeigt verschiedene Hohenlinien von f(z,y) abhéngig von dem gewéhlten
Niveau c. Hervorgehoben ist die Hohenlinie zum Niveau ¢ = 5 durch den Punkt P = (1,1).
Zusétzlich eingezeichnet ist der Gradient im Punkt P. Die y-Achse ist hier gestaucht.
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Abbildung 2: Die Grafik zeigt die Umgebung des Punktes P in einer Vergroflerung. Aulerdem
wurden fiir die x und y-Achse gleiche Einheiten genutzt, sodass nun die Richtung des steilsten
Anstiegs entlang des Gradienten V f auch optisch tberprift werden kann.
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